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1. Увод 

Изследванията, свързани с производни от дробен ред бележат своето начало с 
кореспонденцията между Лайбниц и Лопитал през 1695 [6]. Въпреки, че това, което се 
нарича „fractional calculus“ има история, която е по-дълга от 3 века, неговата практи-
ческа реализация и приложения са фокус на интереса в последните няколко години. 
Диференциалните уравнения от дробен ред намират все по-широко приложение в 
различни области на науката и практиката и се разглеждат като по-адекватни матема-
тическите модели в редица ситуации [2-6, 9, 13].  

Също така, във връзка с развитие на математическо моделиране и симулации в 
теория на хаоса, динамика на флуидите и различни физични системи, в последните 
години интереса към развитие на теорията на функционално-диференциалните уравне-
ния от дробен ред е засилен [1, 11] и изследванията на импулсни диференциални 
уравнения от дробен ред започнаха [7, 8, 10, 12, 14].  

Експлозията в научните изследвания, свързани с импулсни диференциални 
уравнения, както и на импулсни функционало-диференциални уравнения от дробен 
ред води до необходимостта от развитие на качествена теория на такива уравнения. 
Целта на този доклад е да се представят основни резултати на авторите по устойчивост 
и почти периодичност на решенията на импулсни уравнения от дробен ред [7, 8, 10, 
12]. Резултатите са получени с помощта на обобщение на втория метод на Ляпунов.   
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2.  Предварителни бележки и дефиниции 

        Нека nR   е  n - мерното Евклидово пространство  и  ||.|| е нормата на вектора 
nRx . Нека ),0[ R , ),( R , RJ  , ...1  kk tt ,  


k

k
tlim  и 

   xRJxRJPC nn ::,   е частично непрекъсната функция в J  с точки на 

прекъсване от първи род ,...2,1, ktk , в които е непрекъсната отляво .  

      Разглеждаме системата от импулсни диференциални уравнения от дробен ред 

      (2.1)            

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
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
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където Rt 0 , nn RRRf : ,  ,: nn
k RRI   ,...2,1 k , p

tt D
0  

означава или 

производна в смисъл на Капуто или производна в смисъл на Риман-Лиувил от ред p , 

Rp ,  )()()( txtxtx   и  следната система импулсни функционално-

диференциални уравнения от дробен ред 

      (2.2)            













,...,2,1)),(()(

,0))(,(),,()(
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където :f nRPCR  , ]],0,[[ nRrPCPC  , 0r , за PCxRt t  ,  е дефинирано 

от ),()( stxsxt   0 sr  и  ktt   е момент на импулсно въздействие на решението 

)(tx , ако 0))(,(  kk txt , ,...2,1k , т.е моментите на импулсно въздействие 

настъпват, когато е изпълнено дадено пространствено-времево съотношение 

0),(  xt , nRRxt ),( . 

За интегрируема в интервала ],[ 0 tt  функция l , ще използваме, съответно, 

следните производни на Риман-Лиувил и Капуто: 
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 )()(

1][

1][
1][

00
tl

dt

d
DtlD

p

p
pp

tt
p

t
C
t
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където ][ p  означава цялата част на p ,  

                       ,))((
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


t
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pp
tt

dtl
p

tlD   

и   е гама- функцията. Ще изследваме основно случая  10  p . 

     Въвеждаме следните означения: 

                kk
n

k tttRtxtG  10 :),(),( , ,...2,1 k , k
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
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       Въвеждаме класът  0V  от  всички функции RRtV n ),[: 0 , които са 

непрекъснати и локално Липшицови по втория си аргумент при ,...2,1,  ktt k и за 

които съществуват и са крайни границите 

        ),0(),(lim
,

xtVxtV k
tttt

kk




,               ),0(),(lim
,

xtVxtV k
tttt

kk




 

и е в сила равенството ),0(),( xtVxtV kk   при всяко ,...2,1 k   

       За ,...2,1,  ktt k  и 0VV    дефинираме производната на Дини по отношение 

на система (2.1) 

                      ))](,())(,([
1

suplim))(,(
0

)1.2( txtVhtxhtV
h

txtVD
h




 . 

       Дефинираме и следните производни в смисъл на Капуто от ред q  ( 10  q ): 

 Производна на Капуто по отношение на система (2.1): 

               )],(,(),([
1

suplim),(
0

xtfhxhtVxtV
h

xtVD q

h

qc 


 ,  ,...2,1,  ktt k ; 

 
 Производна на Капуто по отношение на система (2.2): 

                              )],()0(,())0(,([
1

suplim),(
0

 tfhhtVtV
h

tVD q

h

qc 


 , 

PC , ,...2,1,  ktt k . 

       Ще отбележим, че 
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Ще предполагаме, че функциите  f и kI  са достатъчно гладки за да са 

гарантирани съществуването, единствеността и непрекъснатата зависимост на 
решенията на системи (2.1) и (2.2) от начални данни.  

В следващите резултати ще използваме класът  0V  от функции, за които е 

изпълнено условието 
 Н2.1. 0)0,( tV , 0tt   

и класът от функции   )(:, raRRCaK   е строго растяща и 0)0( a . 

 
3. Основни резултати 
3.1. Глобална устойчивост  

В този параграф ще приведем основни резултати за глобална устойчивост на 
нулевото решение на система (2.1) с фиксирани моменти на импулсно въздействие, 
т.е., разглеждаме системата  
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
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Нека nRx 0 . Означаваме с ),;()( 00 xttxtx   решението на система (3.1) с 

производна в смисъл на Капуто p
t

C
t

p
tt DD

00
 ,  което удовлетворява начално условие 

                                                  0000 ),;0( xxttx   .  

   В случая на производна в смисъл на Риман-Лиувил, p
t

RL
t

p
tt DD

00
 , началното 

условие е във вида 

                                            0000
1 ),;0(

0
xxttxD p

tt  . 

Валидна е следната релация: 

                                     1
0

0
000 )(

)(
),;0( 


 ptt

p

x
xttx .

 

 
Дефиниция 3.1. Нулевото решението 0)( tx  на система  (3.1) се нарича: 

        (а) устойчиво, ако 

          )( 0 Rt    )0(   )0),(( 0   t )||||:( 00  xRx n    

                                     ||),;(|| 00 xttx ; 

        (б)  глобално екви-привличащо, ако  

         )( 0 Rt   )0(    )0(  )0),,(( 0  tTT )||||:( 00  xRx n  

                                  :)( 0 Ttt     ||),;(|| 00 xttx ; 

         (в) равномерно глобално привличащо, ако числото T от (б) не зависи от 0t ; 

         (г)  глобално екви-асимптотически устойчиво, ако то е устойчиво и глобално 
екви-привличащо; 

(д) равномерно глобално асимптотически устойчиво, ако то е равномерно 
устойчиво, равномерно глобално привличащо и решенията на (3.1) са ограничени. 

 
Тъй като ще изследваме устойчивостта на нулевото решение на (3.1) са 

необходими следните хипотези. 
 
H3.1. .,0)0,( Rttf   

H3.2. ,....2,1,0)0(  kI k  

 

Теорема  3.1.   Нека са изпълнени следните условия:  

1.  Изпълнени са условията Н2.1, H3.1, H3.2.  

      2.  Функциите V 0V   и  Ka  са такива, че  

                    ),,(|)|||( xtVxa        nRtxt  ),[),( 0 ; 

         ))(,0( xIxtV k ),( xtV , nRx  ,  t  kt , 0ttk  ; 

                       ),(),( xtwVxtVDqc  ,     ,),( Gxt  ),,[ 0  tt  0w  .            

     Тогава нулевото решение на система  (3.1) е глобално екви-асимптотически  
устойчиво. 

      Теорема  3.2. Нека са изпълнени следните условия:  

1.  Изпълнено е условие 1 на теорема 3.1. 
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2.  Функциите V 0V   и  Kwba ,,  са такива, че   

                  |)|||(),()||||( xbxtVxa  ,   nRtxt  ),[),( 0 , 

)( ua при u ;  

         ))(,0( xIxtV k ),( xtV , nRx  ,  t  kt , 0ttk  , 

                 ),( xtVDqc ||)(|| xw ,  ,),( Gxt     ),[ 0  tt .                

Тогава нулевото решение на система (3.1) е равномерно глобално асимптотически 
устойчиво. 
 

3.2. Митаг-Лефлер устойчивост 
В този параграф ще приложим директния метод на Ляпунов за изследване на 

Митаг-Лефлер устойчивостта на решенията на система (2.2) с фиксирани моменти на 

импулсно въздействие при p
t

C
t

p
tt DD

00
 , т.е. разглеждаме системата 

(3.2)       










,...,2,1,)),(()(

,,),,()(

0
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ktttxItx

ttttxtftxD
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p

t
C
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където nRPCtf ),(: 0 ,  ,: nn
k RRI     ,...2,1k  , ...10  tt ...1  kk tt , 

.lim 


k
k

t                   

    Нека PC0 . Означаваме с ),;()( 00 ttxtx   решението на система (3.2), което 

удовлетворява начални условия  

                 






.)0()0(

],,[),()(

00

0000




tx

trtttttx
 

Нека ||)(||sup|||| 0
],[ 00

tt
trtt

r 


  е нормата на функцията PC . 

Разглеждаме функцията на Митаг-Лефлер 

                                          


 


1 )1(
)(

j

j

q qj

z
zE ,  0q , Cz . 

 

Въвеждаме следната дефиниция. 
 

Дефиниция 3.2. Нулевото решението на система  (3.2) се нарича Митаг-Лефлер 
устойчиво, ако 
                        )( 0 Rt  )0(  )||||:( 00   rPC  )0(  )0( d     

                                    :)( 0tt    dq
q ttEmttx )()(||),;(|| 000   , 

където )1,0(q , 0)0( m , 0)( m и )(m е Липшицова по PC ,  r|||| . 
 
    Теорема  3.3. Нека са изпълнени следните условия:  

1. Изпълнено е условие 1 на теорема 3.1. 

     2. Функцията  V 0V   е такава, че за всяко 0  съществува 0)(   , 

такова че 

                  ),(|||| xtVx   ||,||)( x       nRtxt  ),[),( 0 .                              
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2. Изълнени са неравенствата 
 ))()0(,0(  kItV ))0(,( tV , PC  ,  t  kt , 0ttk  ; 

            ))0(,( tVDqc w ))0(,( tV ,     ,...2,1,  ktt k                       

е валидно за 0tt  , ,PC  ))0(,())(,(  tVsstV  , 0 sr , 0w . 

  Тогава нулевото решение на система (3.2) е Митаг-Лефер устойчиво. 

 
3.3. Почти периодичност 

       Разглеждаме система (3.1) с моменти на импулсно въздействие от множеството    
                     


 k

k
kkkk tkttRtt lim,...,2,1,,, 1 . 

      Разглеждаме редиците   ,...2,1,...,2,1,,   jktttt kjk
j

k
j

k .  

Дефиниция 3.3. Множеството от редици  ,j
kt  kjk

j
k ttt   , ,...2,1, jk  се 

нарича равномерно почти периодично, ако за произволно 0  съществува 
относително плътно множество от  техните  почти периоди .  

В изследванията за съществуване на  почти периодични решения на импулсни 
диференциални уравнения е важен въпросът за отделимост от нулата на редиците от 
вида   kt ,  т. е. винаги ще предполагаме, че е изпълнено е неравенството  

                                                    0inf 1

,...2,1



k

k
t . 

     Ще използваме и множеството UAPS , UAPS , за което редиците  ,j
kt , 

kjk
j

k ttt   , ,...2,1, jk  образуват равномерно почти периодичното множество и 

0inf 1  k
k

t .  

Дефиниция 3.4. Функцията  nRRPC ,  се нарича почти периодична,  ако: 

(а)    UAPStk  .  

(б) за всяко  0   съществува положително число      такова, че ако 

точките 't  и ''t  са от един и същи интервал на непрекъснатост на функцията  t  и 

удовлетворяват неравенството  ''' tt , то       ''' tt . 

(в)  за всяко 0  съществува  относително плътно множество T  такова, че ако 

T , то        tt  за всяко Rt  , което удовлетворява условието 

,...2,1,  ktt k   . 

Елементите на множеството T  ще наричаме  почти периоди.  
Основните резултати при изследване на почти периодичността с метода на 

Лапунов са получени с помощта на функции от класа 0V , за които  

                 ||)||||(|||),,(),,(| 21212211 yyxxLyxtVyxtV V  .  
Този клас от функции ще означаваме с 2V . 
Ще използваме и следните условия: 

Н3.3. Функцията  xtf ,  e почти периодична по t  равномерно по отношение на 
nRx .  



 
 
 
 
 
 
БСУ                                             Научна конференция с международно участие - 2015 
 

 452

Н3.4. Редицата от функции   xIk , ,...2,1 k  е почти периодична  равномерно 

по nRx .  

Теорема 3.4. Нека са изпълнени следните условия: 

1.  Изпълнени са  условията  H2.1, Н3.3 и Н3.4. 

2. Съществуват функции 2VV   и  ba,  такива, че     

                        yxbyxtVyxa  ),,(  , 


BBRyxt ),,( ,    

   ),,())(),(,0( yxtVyIyxIxtV kk  , nRyx , ,  ktt  , ,...,2,1 k  

              ),,(),,( yxtwVyxtVD qc  ,  nRyx , ,   ktt  , ,...,2,1 k              

където  0w . 

  3.  Съществува решение    00 ,; xttxtx   на система  (3.1) такова, че  

  100 ,; xttx , където   10 ,tt . 

Тогава в B  съществува единствено почти периодично решение  t  на  

система (3.1) такова, че: 
(а)   1 t ; 

(б)   t  e равномерно глобално асимптотически  устойчиво. 
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