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I. Увод 
Изкуствените невронни мрежи са водеща технология в изкуствения интелект 

през последните десетилетия. Един от ключовите аспекти при моделирането на 
невронни процеси чрез средствата на информатиката е моделирането на невронна 
активация. В миналото е търсено максимално сходство с биологичните процеси, но 
предвид съвременната употреба на тези технологии в информатиката днес се 
разработват и функции, фокусирани върху изчислителното ускорение на 
използваните модели на невронни мрежи. В настоящата статия е представен кратък 
обзор на някои актуални (към 2022г.) развития в моделирането на активация в 
изкуствените невронни мрежи. 

 
II. Дефиниции 
Изкуствен неврон се представя като изчислителна единица с входове (дендрити) 

и изход (аксон), която извършва сумиране на претеглени входни сигнали и активация 
за изчисляване на изходната стойност. По същността си активацията е прагова логика 
– ако сумата от претеглените входове надвишава даден праг, невронът се активира. В 
оригиналния модел на МакКълък и Питс праговата логика се моделира чрез 
стъпковата функция. Тази функция има няколко недостатъка:  

1) позволява използването само на двоични стойности на изхода, което 
ограничава възможната употреба на технологията и не съответства на биологичните 
процеси 

2) преходът от 0 към 1 е импулсен (рязък) 
3) функцията не е непрекъснато диференцируема, което ограничава 

възможностите за обучение на невроните. За преодоляване на тези проблеми 
стъпковата функция е заменена с логистичната сигмоидална функция, която 
моделира плавен преход между асимптотичните граници 0 и 1 и е непрекъснато 
диференцируема. Като алтернативи на стъпковата и съответстващата и’ логистична 
функция също се използват знаковата функция и съответно хиперболичния тангенс, 
чиито обхвати са от -1 до 1. На фиг. 1 е представена схема на изкуствен неврон. 
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Фиг. 1. Схема на изкуствен неврон 
 

На фиг. 2 а) б)  са представени графики на класическите активационни функции. 
 

 

Фиг. 2 а) Хиперболичен тангенс                  Фиг. 2 б) Логистична функция 
 

III. Актуални развития в моделирането на невронна активация 
След известен период на застой в развитието на активационните функции в пос-

ледните няколко години се наблюдава възраждане на интереса към темата. В периода 
от 2015 г. до 2022 г. са предл ожени десетки нови активационни функции. В Таблица 
1 е систематизиран неизчерпателен списък на активационни функции, подредени по 
година на формулиране. 
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Таблица 1. Списък на активационни функции 
 

1 2 3   Години на постулиране 
4 Дирак делта функция 
5 K e брой входове от входния вектор от стойности на невронната мрежа  (x1, 

x2, …, xn), 
6 Параметричната ReLU има същата формула като leaky ReLU, разликата е че при 

първата параметърът α подлежи на обучение.  
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7 σ(x) обозначава логистичната функция 
8 E α,β (x) обозначава функцията на Миттаг-Лефлер 
9 𝑋 ∼ 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ଶሻ, където 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ଶሻе нормално разпределение със средна стойност μ 

и дисперсия σ 2  , а 𝜙ሺ𝑥ሻ ൌ ൬1 ൅ 𝑒𝑟𝑓 ቀ
௫

√ଶ
ቁ൰ 2ൗ  

10 𝜔 ൌ 𝑒ଷ௫ ൅ 𝑒ଶ௫ሺ4ሻ ൅ 𝑒௫ሺ6 ൅ 4𝑥ሻ ൅ 4ሺ1 ൅ 𝑥ሻ,𝛿 ൌ ሺ𝑒𝑥 ൅ 1ሻଶ ൅ 1 
11 D α обозначава производна от дробен ред,  α е редът на производната 
12, 13 𝑒𝑟𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ

ଶ

√గ
׬ 𝑒ି௧మ௫

଴ 𝑑𝑡, α, β, γ и δ са параметри 
14 Производните на последните функции не са посочени за прегледност на 

таблицата 
 

В изброените формули аргументът е отбелязан с x, но в контекста на невронна 
активация входната стойност обикновено е сумата на претеглените входове XW; W е 
тегловата матрица, моделираща силата на синаптичните връзки между невроните; X е 
векторът от стойности на входните променливи. На Фиг. 3 са представени графики на 
3 от изброените по-горе функции. 

 

 
 

Фиг. 3. Графики на функциите Softplus (синьо), Swish (червено) , ELU (зелено) 
 

През 2010 Хинтън и Наир [1] предлагат активационната функция ReLU, която е 
частично непрекъсната. Функцията занулява отрицателните стойности на  аргумента, 
а върху положителните стойности изпълнява функцията на идентичност. В последно-
то десетилетие тази активационна функция е водеща за много различни архитектури, 
макар че оригинално е предложена за машини на Болцман. Предимство на тази функ-
ция е че няма горна граница, което увеличава многократно обхвата на възможните 
стойности, но все пак функцията не е лишена от проблеми. Проблем е например, че 
за отрицателни стойности във входните данни е възможно определени неврони на 
практика да бъдат изключени от информационната обработка (т. нар. проблем за 
„умиращата ReLU“ –”dying ReLU”). Проблемът се адресира чрез последващите моди-
фикации Leaky ReLU, Parametric ReLU, ELU, GELU и др. През 2017 Prajit 
Ramachandran et al. предлагат функцията Swish [2], която е подобрение на SiLU. [3] 
Според представените в статията експерименти функцията подобрява точността на 
класификация при разпознаване на образи. През 2021 Sayan Nag и Mayukh 
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Bhattacharyya предлагат функцията SERF (log-Softplus ERror Function) [4]. Функцията 
е ограничена отдолу, гладка, немонотонна и диференцируема. Бидейки неограничена 
отгоре, функцията избягва т.нар. проблем на насищането.  Производната и‘ е  

 

𝑓ᇱሺ𝑥ሻ ൌ ቀ
ଶ

√గ
ቁ 𝑒ି௟௡൫ሺଵା௘ೣሻ൯

మ
𝑥𝜎ሺ𝑥ሻ ൅ ቀ

௙ሺ௫ሻ

௫
ቁ ൌ 𝑝ሺ𝑥ሻ𝑠𝑤𝑖𝑠ℎሺ𝑥ሻ ൅

௙ሺ௫ሻ

௫
,  (1) 

 

където σ(x) е логистичната функция, а p(x) е т.нар. предварителна функция 
(precondition function), чиято цел е да ускори конвергенцията в алгоритмите за спус-
кане по градиента. В статията [4] Serf е сравнена с функциите Swish и Mish при зада-
ча за разпознаване на образи чрез конволюционна невронна мрежа. Резултатите ин-
дикират подобрение на точността при използването на Serf. През 2021 Biswas пред-
лага подобрен вариант с 2 параметъра [5], наречен Pserf: 

 

𝑓ሺ𝑥; 𝛾, 𝛿ሻ ൌ 𝑒𝑟𝑓 ቀ𝛾𝑙𝑛൫1 ൅ 𝑒ఋ௫൯ቁ,        (2) 
 

където 𝑒𝑟𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
ଶ

√గ
׬ 𝑒ି௧మ௫

଴ 𝑑𝑡. 
 

През 2020 е предложена функцията GELU [6], която използва кумулативна функ-
ция на нормално разпределение: 

 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥𝑃ሺ𝑥 ൑ 𝑋ሻ,  𝑋 ∼ 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ଶሻ,        (3) 
 

където 𝑁ሺ𝜇, 𝜎ଶሻ е нормално разпределение със средна стойност μ и дисперсия σ 2 . 
Стойностите на функцията могат да се изчисляват по формулата 
 

𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ

ଶ
𝑥 ൬1 ൅ 𝑒𝑟𝑓 ቀ

௫

√ଶ
ቁ൰.         (4) 

 

Производната на GELU  се дава с формулата 
 

𝑓′ሺ𝑥ሻ ൌ 𝜙ሺ𝑥ሻ ൅ 𝑥𝑃ሺ𝑋 ൌ 𝑥ሻ, 𝜙ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵା௘௥௙ቀ

ೣ

√మ
ቁ

ଶ
.       (5) 

 
При изброените разработки целта е да се предложат алтернативи на ReLU, които 

са непрекъснато диференцируеми, не зануляват отрицателни стойности, изчисляват 
се без излишно натоварване на хардуера и подобряват точността на класификацията. 

Друга тенденция в разработването на активационни функции е търсенето на био-
логична правдоподобност. През 2016 Лиу и др. [7] предлагат вариант на функцията 
Softplus с наличие на шум – Noisy Softplus, което моделира поведението на LIF 
(Leaky Integrate-and-Fire) невроните. Предложената активационна функция е тествана 
в конволюционна невронна мрежа за класификация. В [8] е предложена функцията 
Rand Softplus, която подобно на Noisy Softplus моделира шума, наличен в биологич-
ните неврони. Според авторите наличието на стохастика в активационната функция 
прави изкуствената невронна мрежа по-адаптивна към шум във входните данни. Хи-
потезата е тествана с ResNet, която е вид конволюционна мрежа за класификация на 
изображения, и резултатите са в подкрепа на хипотезата. Двете модификации на 
функцията Softplus са опит да се замени функцията на Siegert, която моделира акти-
вацията на неврони в пробивните невронни мрежи (Spiking neural networks). Изброе-
ните в този параграф функции са биологично правдоподобни. 

Една от тенденциите в разработването на нови активационни функции е форму-
лирането на дробни еквиваленти на класическите функции като логистичната и хи-
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перболичния тангенс. Дробното диференциране и интегриране са дял от анализа, 
който в последните 50 години намира широко приложение в практиката, особено във 
физиката. Съществуват различни дефиниции за дробни производни и интеграли и ня-
ма консенсус за употребата им. Въпреки това обаче различни дефиниции се оказват 
полезни в практиката. Една функция, която намира универсално приложение в този 
дял на математиката, е функцията на Миттаг-Лефлер, която обобщава експоненциал-
ната функция. Тази функция се появява като решение на диференциални уравнения с 
производна от дробен ред. През 2018 Иванов предлага дробната логистична функция 
[9] с формула 

𝑓𝑙𝑜𝑔𝑖𝑠𝑡𝑖𝑐ሺ𝑥ሻ ൌ
ଵ

ଵାாഀ,ഁሺି௫ሻ
,      (6) 

където𝐸ఈ,ఉሺ𝑥ሻ е гореспоменатата функция на Миттаг-Леффлер. Функцията е тествана 
практически в проблеми за класификация и предварителните тестове показват, че би 
могло да се намерят настройки на параметрите на активационна функция, които по-
добряват точността на класификацията. В [10] функцията е тествана и с конволюци-
онни невронни мрежи. Три предимства на тази функция в машинното обучение са:  

1)  притежава 2 параметъра, които подлежат на настройка и дори обучение 
2)  по-подходяща е за моделиране на определен тип  проблеми 
3)  може да улесни обучението при използване на алгоритми с дробни производ-

ни. Недостатък на функцията е изчислителната цена, но проблемът може да 
се смекчи като се използват приближения. 

В [11] авторът предлага адаптивно изчисляване на конкретна активационна 
функция за даден проблем чрез използване на дробен интеграл от класическите акти-
вационни функции – логистична, ReLU и хиперболичен тангенс. Редът на интеграла 
е параметър, който се адаптира към спецификата на проблема. Подходът е тестван в 
конволюционни невронни мрежи за разпознаване на изображения. [5]  

През 2022 в [12] Zamora предлага Fractional Adaptive Linear Unit (FALU). Дефи-
ницията и’ се дава с формулата𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝐷ఈ𝑥𝜎ሺ𝛽𝑥ሻ,  където Dα е оператор за диферен-
циране, α е редът на производната, β е мащабиращ параметър, σ е активационната 
функция swish. FALU е еквивлентна на swish при стойности на параметрите α=0, 
β=1.  Използваният оператор за диференциране е със следната дефиниция: 

 

 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑥௞, 𝐷ఈ𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ
௰ሺ௞ାଵሻ

௰ሺ௞ାଵିఈሻ
𝑥௞ିఈ.     (7) 

 В статията [12] са дадени приближения на FALU, които намаляват изчислител-
ната цена на използването на функцията. Функцията е тествана практически в конво-
люционна мрежа за разпознаване на изображения, като показва изветстно малко по-
добрение в точността спрямо класическия еквивалент. В [13] е разгледан обучител-
ният алгоритъм „обратно разпространение на грешката” (backpropagation of error) във 
вариант с дробно диференциране, като е използвана конформната производна на 
класическата логистична функция вместо класическата целочислена производна. В 
[14] се разглеждат дробните варианти на ReLU, leaky ReLU, Parametric ReLU. 

Тенденция, която не бива да се пренебрегва, е формулирането на активационни 
функции, подлежащи на обучение. Използването на мета-обучителни алгоритми за 
търсене на оптимални невронни архитектури (NAS) и хиперпараметри насочва уче-
ните към разработването на функции, чиято форма зависи от параметри, подлежащи 
на обучение. Разработки в тази посока са функциите PAU и ACON. И двете функции 
използват апроксимиращи полиноми.   
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 Pade Aproximation Unit (PAU) е функция, която използва апроксимиращ рацио-
нален полином F(x) , частно на две суми [15].  

 
Pade aproximant: 

 

𝐹ሺ𝑥ሻ ൌ
௉ሺ௫ሻ

ொሺ௫ሻ
ൌ

∑ ௔ೕ
೘
ೕసభ ௫ೕ

ଵା∑ ௕ೖ
೙
ೕసభ ௫ೖ ൌ

௔బା௔భ௫ା௔మ௫మା...ା௔೘௫೘

ଵା௕భ௫ା௕మ௫మା...ା௕೙௫೙  (8) 

 
Авторите на статията [15] предлагат схема на обучение, при която параметрите a 

и b могат да бъдат научени автоматично и да бъдат различни за всеки слой в неврон-
ната мрежа.  

В статията [16] е предложена активационната функция Activate-Or-Not (ACON), 
която се дефинира с апроксимиращ параметричен  полином. 

 
Общият вид на функцията е:  

 

𝑆ఉሺ𝑥ଵ, 𝑥ଶ, . . . , 𝑥௡ሻ ൌ
∑ ௫೔

೙
೔సభ ௘ഁೣ೔

∑ ௘ഁೣ೔
೙೔
೔సభ

      (9) 

 
Този полином е алтернатива на функциите от фамилията MaxOut, които изчисля-

ват максимума между 2 стойности (ReLU е представител на тази фамилия функции). 
При  ACON двете стойности, изчислявани от  MaxOut,  заместват xi във формулата 
(9). Използвайки стойностите от класическата ReLU, PreLU и max(p1 x, p2 x), получа-
ваме трите функции ACON-A, ACON-B и ACON-C : 

 
ACON-A:  

Swish 
ACON-B: 

ሺ1 െ 𝑝ሻ𝑥𝜎ሺ𝛽ሺ1 െ 𝑝ሻ𝑥ሻ ൅ 𝑝𝑥(10) 
ACON-C: 

ሺ𝑝ଵ െ 𝑝ଶሻ𝑥𝜎ሺ𝛽ሺ𝑝ଵ െ 𝑝ଶሻ𝑥ሻ ൅ 𝑝ଶ𝑥(11) 
  

Функциите PAU, ACON и дробна логистична са примери за активационни функ-
ции с адаптивни параметри.  

В статията [17] авторите правят задълбочен анализ и сравнение на много широк 
набор от активационни функции. Функциите се анализират по групи и се сравняват в 
практически в задачи за разпознаване на образи и обработка на естествени езици.  

 
IV. Заключение 
Забелязват се няколко тенденции при предложенията за нови активационни 

функции: 
1)  Адресират се проблеми при класическите активационни функции, като изчез-

ващия/експлодиращия градиент и др. 
2)  Търсят се биологично правдоподобни функции, не само за нуждите на инфор-

матиката, но и в изчислителната невронаука 
3)  Има интерес към формулирането на функции, свързани с дробното диферен-

циране и интегриране 
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4)  Основен акцент е използването на функции с параметри, подлежащи на обу-
чение, което прави невронните мрежи по-адаптивни към различен контекст. 

Активационните функции са активна област на научни изследвания, която подо-
брява съществуващите модели на изкуствени невронни мрежи. 
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