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Abstract: In this paper the main results of the author on stability and boundedness theory for 
impulsive functional differential equations by means of the second method of Lyapunov are 
presented. The results provide a unified general structure applicable to study the dynamics of 
mathematical models based on such equations.  
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1. Увод 
Теорията на импулсните обикновени диференциални уравнения бележи началото си 

от 1960 година с работата на В.Д. Мильман и А.Д. Мышкис [7]. В тази работа са дадени 
някои общи съображения за системи с импулси и са получени първите резултати по 
устойчивост. Следва интензивно развитие на теорията на импулсните диференциални 
уравнения [1, 6, 9].  

Импулсните функционално-диференциални уравнения са естествено обобщение на 
импулсните обикновени диференциални уравнения. Необходимостта от изучаването им 
се дължи на факта, че те са полезни математически средства при описването на много 
процеси и явления изучавани в теорията на оптималния контрол, биология, механика, 
биотехнология, медицина, електроника, радиотехника, теория на контрола, икономика и 
т.н. , които се характеризират със скокообразно изменящо се състояние и зависимост от 
предисторията на процеса. 

Следващият пример дава по- конкретна представа за такива процеси. 
       Пример.  Леон Чуа и Лин Янг [4, 5] дефинират математически модел на клетъчна 
невронна мрежа като обширна нелинейна аналогова верига, която произвежда сигнали в 
реално време.  

Невронните мрежи притежават някои ключови свойства и имат важни приложения в 
такива области като сигнални процеси, отразени процеси, разпознаване на образи и др. 
Големите възможности за приложение обуславят интензивното развитие на теорията на 
клетъчните невронни мрежи в последните няколко години . 

От съществено значение е изучаването на невронни мрежи със закъсняващ аргумент.  
Отчитането на миналите състояния на процесите, протичащи в невронната мрежа, е 
важно за техните приложения.  
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Разглеждаме клетъчна невронна мрежи със зависещи от времето закъснения: 
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където ni ,...,2,1 ; n  е броят на елементите в невронната мрежа; )(txi  е  състоянието 
на i тия елемент (неврон) в момента от време t ; ))(( txf jj  е активационната функция 

на j -тия елемент;  ija , ijb , iI  и ic  са константи;  ija  е  теглото на j –тия елемент, 

което определя значимостта му относно i тия елемент в момента t ;  ijb   е  теглото на 
j –тия елемент, което определя значимостта му относно i тия елемент в момента 

)(tt j ;  iI   описва външното отклонение на i тия елемент; )(tj  е трансмисионното 
закъснение на състоянието на j –тия елемент и удовлетворява условието 

  )(0 tj ( const );  ic  са константи, които характеризират нивото след което 
i тия елемент ще постави своя потенциал в следващо състояние на изолация, в което е 

изключен от мрежата и от външния източник. 
Глобалната екпоненциална устойчивост на системата (1.1)  е изследвана в [2, 3, 8]. 
Невронните мрежи често са обект на кратковременни смущения в определени 

моменти от време, поради които те претърпяват бързи изменения. При математическото 
моделиране на такива невронни мрежи времетраенето на тези бързи смени се 
пренебрегва и се предполага, че процесът се изменя скокообразно. Бързите изменения 
могат да се дължат на променливи превключвания, внезапни шумове, електрически 
импулси при придвижване по мрежата и др.  

Ако в резултат на импулсно въздействие в момента kt  състоянието на i тия 
елемент на невронната мрежа е изменено, то адекватен матема-тически модел на 
разглеждания по-горе процес ще бъде импулсното функционално-диференциално 
уравнение с променливо закъснение 
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където ni ,...,2,1 , 2n , Rt  ,    )( ki tx   описва състоянието на i тия елемент  

преди импулсно въздействие в момента от време kt , а )( 
ki tx   описва състоянието на  

i тия елемент  след импулсно въздействие в момента от време kt ,  ikP  са  функции,  
които характеризират  изменението  на  състоянието на  i тия елемент  в  момента от 
време kt .      

 С помощта на модел от вида (1.2) могат да се изследват въпросите за оптимално 
управление и синхронизация на тези системи. Импулсите в случая играят ролята на 
контрол. 

В разгледаните примери математическите модели, базирани на импулсни 
функционално-диференциални уравнения, се задават с помощта на функционално-
диференциални уравнения и условия за скок. В зависимост от типа на функционално-
диференциалните уравнения се определя и типът на импулсните функционално-
диференциални уравнения. 
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Моментите на импулсно въздействие могат да бъдат избирани по различен начин. 
Следните два начина на избор представляват практически интерес: 

А)   Моментите kt  са фиксирани предварително. 

Б) Моментите на импулсно въздействие настъпват, когато числеността  
удовлетворява дадена релация. В този случай моментите на импулсно въздействие 
зависят от решението на уравнението. Системите уравнения от този клас са по-труден 
обект за изучаване. Част от трудностите при такива системи са свързани с възможността 
за сливане на решения след импулс, възможността за загуба на решения, възможността 
за "биене" на решение и др. [1, 6]. 

       Ефективното приложение на импулсните диференциално-диференчни уравнения 
изисква намирането на критерии за устойчивост на техните решения  [10, 11]. 
        Целта на този доклад е да се представят основни  резултати на автора по 
устойчивост на решенията на импулсните функционално-диференциални уравнения. 
Резултатите са получени с помощта на обобщение на втория метод на Ляпунов и 
техника на Разумихин. Разгледани са и приложения на получените критерии за 
устойчивост. 
 

2. Предварителни бележки и дефиниции 
 

       Нека  nR   е  n - мерното Евклидово пространство с елементи T
nxxxx ),...,( 21  и 

норма 22
2

2
1 ...|||| nxxxx  .  Нека  ),0[ R , ),( R , Rt 0 , nR  е 

област, съдържаща началото и    xRtxRtPC nn :),[:),,[ 00   е частично 
непрекъсната функция в ),( 0 t с точки на прекъсване от първи род ,..., 21 tt , в които е 
непрекъсната отляво .  
      Разглеждаме системата 

      (2.1)                 
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           Въвеждаме класът  0V  от  всички функции RtV ),[: 0 , които са 
непрекъснати и локално Липшицови по втория си аргумент при ,...2,1,  ktt k и за 
които съществуват и са крайни границите 
        ),0(),(lim

,
xtVxtV ktttt kk




,               ),0(),(lim
,

xtVxtV ktttt kk




 

и е в сила равенството ),0(),( xtVxtV kk   при всяко ,...2,1k   
       За ,...2,1,  ktt k  и 0VV    дефинираме  
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      Въвеждаме следните условия: 
      Н2.1. Функцията  f   е непрекъсната при ,...2,1,  ktt k  
      Н2.2. Функцията f  е Липшицова по втория си аргумент в ]],0,[[),( 0  rPCt  
равномерно по   ,0tt . 
      Н2.3. 0)0,( tf  за ),[ 0  tt . 

      Н2.4. ],[ n
k RCI   и ,0)0( kI  ,...2,1k  

      H2.5. ,:)(  kIE   ,...,2,1k  където E   е идентитетът в  . 
       H2.6. ...... 110  ii tttt  и 


ii

tlim  

      В следващите резултати ще използваме класът  0V  от функции, за които е изпълнено 
условието 

 Н2.7. 0)0,( tV , 0tt   
и следния класе от функции: 
          :]),,[[{ 01  tPCp )),(,())(,( txtVsxsV  ,tst  0tt  . 
 

3. Основни резултати 
 
3.1. Устойчивост и асимптотическа устойчивост 
 

      Нека ]],0,[[1  rPC . Означаваме с ),;()( 10
** ttxtx   решението на система 

(2.1),  което удовлетворява началните условия 
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Дефиниция 3.1. Решението )(* tx  на система  (2.1) се нарича: 
        (а) устойчиво, ако 
          )( 0 Rt    )0(   )0),(( 0   t )||||:]],0,[[( 100   rrPC    

                              ||),;(),;(|| 10
*

00 ttxttx ; 
        (б)  равномерно устойчиво, ако числото   от (а) може да се избере независимо от 

Rt 0 ; 

        (в)  привличащо, ако  ),;(),;(lim 10
*

00  ttxttx
t




; 

        (г)  равномерно привличащо, ако  
          )0(    )0(    )0)((  TT )||||:]],0,[[( 100   rrPC  
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                   )( 0 Rt  :)( 0 Ttt       ||),;(),;(|| 10
*

00 ttxttx ; 
(д)  асимптотически устойчиво, ако то е устойчиво и привличащо; 
(е) равномерно асимптотически устойчиво, ако то е равномерно устойчиво и 

равномерно привличащо. 
Теорема  3.1.   Нека са изпълнени следните условия:  
1.  Изпълнени са условията Н2.1- Н2.7.  

      2.  Функциите V 0V   и  Ka  са такива, че  

                              0))(,( * txtV , ),[ 0  tt , 

                  ),,(|)|)(||( * xtVtxxa         ),[),( 0txt .     
3.  Неравенството 
                        ))(,( txtVD 0 ,     ,ktt   ,...2,1k                       

     е  изпълнено  при ),,[ 0  tt  1x  и V 0V . 
      4.   ))(,0( xIxtV k ),( xtV , x  ,  t  kt , ,...2,1k , V 0V .          

     Тогава решението  )(* tx  на система  (2.1) е устойчиво. 

      Теорема  3.2. Нека са изпълнени следните условия:  
1.  Изпълнени са условия 1 и 4 на теорема 3.1. 
2.  Функциите V 0V   и  Kba ,  са такива, че  

                             0))(,( * txtV , ),[ 0  tt , 

         |)|)(||(),()||)(||( ** txxbxtVtxxa  ,    ),[),( 0txt .  
      3.  Неравенството 

                    ))(,( txtVD ||))()((|| * txtxc  ,     ,ktt   ,...2,1k                       

е  изпълнено  при ),,[ 0  tt  ,1x  V 0V  и c  .K  

 Тогава решението  )(* tx  на система (2.1) е равномерно асимптотически 
устойчиво. 

 

3.2. Глобална  устойчивост 
 

В този параграф ще приложим директния метод на Ляпунов за изследване на 
устойчивостта на решенията на система (2.1) при nR , т.е. разглеждаме системата 

(3.1)       
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Дефиниция 3.2. Решението )(tx  на система  (3.1) се нарича глобално експоненциално 

устойчиво, ако 
                        )0( c )0(  )0)((    )( 0 Rt   

                        )||||:]],0,[[( 100   r
nRrPC :)( 0tt   

                     )(exp)(||),;(),;(|| 01010
*

00 ttcttxttx r   . 

Теорема  3.3. Нека са изпълнени следните условия:  

1. Изпълнени са условия Н2.1-Н2.4, Н2.6 и Н2.7  при nR  
      2. Функцията  V 0V   е такава, че за всяко 0  съществува 0)(   , такова 
че 

                ),(||)(|| * xtVxtx   ||,)(||)( *xtx        nRtxt  ),[),( 0 .                              
     3. Неравенството 

                      ))(,( txtVD c ))(,( txtV ,     ,...2,1,  ktt k ,                      

е валидно за 0tt  , ,1x  0c . 

  Тогава решението  )(tx  на система (3.1) е глобално експоненциално устойчиво. 

 
3.3. Практическа устойчивост 
 

       Въвеждаме следната дефиниция за практическа устойчивост на  система (2.1). 
       Дефиниция 3.3. Система (2.1) се нарича: 
        (а) практически устойчива по отношение на ),( A , ако за фиксирано Rt 0  и за 
всяка наредена двойка ),( A  такава, че  A 0  от  r|||| 0   
следва Attx ||),;(|| 00   при 0tt  . 
         (б)  равномерно практически устойчива по отношение на ),( A , ако (а) е валидно 
за всяко .0 Rt   
        (в) асимптотически практически устойчива по отношение на ),( A , ако е 
практически устойчива по отношение на ),( A  и 0||),;(||lim 00 


ttx

t
. 

Съвместно със система (2.1) ще разглеждаме системата 

        (3.2)              
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mm RRtF    mm

k RRJ : , ,...2,1k  .                 

       Нека mRu 0 . Означаваме с ),;()( 00 uttutu   решението на система (3.2), което 

удовлетворява началното условие 0000 ),;0( uuttu  , а с  ),( 00 utJ   означаваме 
максималния интервал от типа  ),[ 0 t , в който е дефинирано решението ),;( 00 uttu . 

Основните резултати в този параграф са получени с помощта на частично 
непрекъснати векторни функции на Ляпунов mRtV ),[: 0  , ),...,,( 21 mVVVcolV   
такива, че 0VV j  , mj ,...,2,1  и чрез сравнителният метод. 

Теорема 3.4. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Изпълнени са условията Н2.1- Н2.7.  
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2. A 0  и АS . 
3. ),(,0)0,( 0  tttF . 
4.   ...,2,1,00  kJ k . 

       5.  Функциите  Kba ,   са такива, че 
                         ),(||)(|| 0 xtLxa   ||),(|| xb       ,),[),( 0 AStxt             

където  .),(),(
1

0 



m

i
i xtVxtL                                  

6. )()( Aab  . 

Тогава от практическата устойчивост (равномерната практическа устой-чивост, 
асимптотическата практическа устойчивост) на система (3.2) по отношение на 

))(),(( Aab   следва практическата устойчивост (равномерната практическа 
устойчивост, асимптотическата практическа устойчивост)  на система (2.1) по 
отношение на ),( A . 

 
      4. Приложения 
 
       Разглеждаме системата с импулсно въздействие във фиксирани моменти от време 

       (4.1)               
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      С непосредствена проверка установяваме, че точката 
     (4.2)                                 0222717,0,9131403,0, *

2
*

1 xx   
е константно решение за система (4.1). Освен това , ако 20  ik за всички 2,1i  и 

,...2,1k , то за тази система са изпълнени всички условия на Теорема 3.3. Следователно 
решението (4.2)  е глобално експоненциално устойчиво. 
       Ако в система (4.1)  импулсните смущения са такива, че 2ik  или 0ik  за 
всички 2,1i  и ,...2,1k ,  то точката (4.2) е отново равновесно положение, но не можем 
да направим заключение за неговата глобална експоненциална устойчивост. 
       Примера показва, че с помощта на подходящи импулсни смущения ние можем да 
контролираме устойчивостта на невронната мрежа. 
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