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Abstract: In this paper impulsive differential equations with supremums are used as an 
apparatus for modeling processes in neural networks. The design and impulsive effects on the 
stability are investigated.  The results provide a unified general structure applicable to study 
the dynamics of mathematical models based on such equations.  
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1. Увод 
Леон Чуа и Лин Янг [1, 2] дефинират математически модел на клетъчна 

невронна мрежа като обширна нелинейна аналогова верига, която произвежда сигнали в 
реално време.  

Невронните мрежи притежават някои ключови свойства и имат важни 
приложения в такива области на инженерния дизайн като разпознаване на образи, 
оптимизационни задачи и др. Целта на оптимизационните задачи в инженерния дизайн е 
да се гарантира качеството, изпълнението, действието, цената на продукта през фазата 
на дизайн. Например, в [3]  авторите предлагат алгоритъм за намиране на оптимално 
решение на инженерни оптимизационни задачи в дизайна използвайки невронни мрежи 
и прилагат намерения алгоритъм при дизайн на пружина на амортисьор, при дизайна на 
цилиндров блок, при дизайна на пет-степенна скоростна кутия с правоъгълно напречно 
сечение. В [5] са използвани невронни мрежи при оптималния дизайн на автомобилни 
брони. В [6] е изследвано използването на невронна мрежа за автоматизация и 
генериране на взаимовръзка между дизайнерски пособия, като графични таблети и 
таблици. В [8] авторите описват разгърната система в инженерния дизайн използвайки 
невронни мрежи. 

Невронните мрежи често са обект на кратковременни смущения в определени 
моменти от време, поради които те претърпяват бързи изменения, които се моделират 
чрез импулси. Наличието на импулсни ефекти придават на системата смесено естество – 
непрекъснато и дискретно [4, 9]. В много инженерни приложения променливите, от 
които зависи дизайна са дисретни. Например механичните компоненти са налични само 
в определени стандартни размери. Типични примери за импулсни ефекти при решаване 



на оптимизационна задача от инженерен дизайн са структурни отговори, като: удар, 
естествена честота, и ефекти, включващи производствени параметри, мерки и др. 
Изменението на системата, породено от такива ефекти (т. нар. неявни ограничения на 
оптимизационната задача) се оценява чрез компютърни симулации или експерименти, 
които са най-скъпо струващата част от оптимизационният процес.  

От друга страна при изучаването на редица процеси от съществено значение е 
зависимостта на състоянието на процеса от максимална стойност в предходен интервал 
от време. Например, в теорията на автоматичното управление на различни технически 
системи често законът на регулиране зависи от максималната стойност на някой от 
параметрите върху определени интервали от време [7]. Подобни проблеми се 
наблюдават и в много области на науката и технологиите.  

Процеси, които се характеризират както със скокообразна смяна на тяхното 
състояние, така и с факта, че разглежданите процеси зависят от максимална стойност от 
тяхната предистория, могат да бъдат адекватно моделирани чрез импулсни 
диференциални уравнения със супремуми. 

 
2.  Предварителни бележки и дефиниции 

Нека nR   е  n - мерното Евклидово пространство  и  



n

i
ixx

1
|||||| е нормата на 

вектора nRx . Нека ),0[ R , ),( R , Rt0  и ...... 1210  kk ttttt ,  




kk
tlim . 

Разглеждане следната импулсна невронна мрежа със супремуми в безкрайни 
интервали от време: 

(2.1)           
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където ni ,...,2,1 , )(txi  е състоянието на i тия елемент в момента от време t , 
))(( txf jj  е активационната функция на j -тия елемент в момента t , константните 

матрици nnijnn aA   )(  и nnijnn bB   )(  характеризират силата на взаимодействие 

между елементите на невронната мрежа,  0ic  са константи, които характеризират 
нивото след което i тия елемент ще постави своя потенциал в следващо състояние на 
изолация след като е изключен от мрежата и от външния източник в момента от време t , 

constI i   е външното откло-нение на i тия елемент, ядрото  )(),( stmstm jj  , 
nj ,...,2,1  е от конволютивен тип, )( ki tx   е състоянието на i тия елемент на 

невронната мрежа преди импулсно въздействие в момента от време kt , )( 
ki tx   е 

състоянието на  i тия елемент  след импулсно въздействие в момента от време kt , ikP  
са  функции,  които характеризират  изменението  на  състоянието на  i тия елемент  в  
момента от време kt .  

С помощта на модел от вида (2.1) могат да се изследват въпросите за оптимално 
управление и синхронизация на тези системи. Импулсите в случая играят ролята на 
контрол. 



В последващия анализ ще използваме само такива начални функции, които 
принадлежат на класа от ограничени непрекъснати функции. 

Нека ]],,[( 0
nRtBCBC   е клас от ограничени непрекъснати функции от 

 0, t  в nR . Ако  tx  е една n мерна функция върху ],( t , дефинираме нормата  
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което удовлетворява началните условия 

(2.2)                    
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Въвеждаме следните условия: 
Н1.  Функциите   ii xf  са ограничени в R  , ni ,...,2,1 . 
Н2. Съществуват положителни константи iL  такива, че  

    vuLvfuf iii    
за всички  Rvu , ,   ni ,...,2,1 . 

Н3. Функцията  RRmi
2:  е непрекъсната и съществуват положи-телни 

константи i   такива, че  
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Н4.  Функциите  ikP  са непрекъснати в R , ni ,...,2,1 , ,...2,1k . 
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Ще използваме следната дефиниция за експоненциална устойчивост на 
равновесното положение  ),;( *

0
* xttxx   на система (2.1). 

Нека    nRt  0,: , Rt 0  е непрекъсната начална функция и  нека 
  ),;( 0 ttxtx   е решенето на (2.1) при 0tt  , отговарящо на начални условия 

],,(),(),;( 00 tttttx ii            )(),;0( 000 tttx ii   . 
                    
 
ДЕФИНИЦИЯ 2.1.  Решението  *x  се нарича глобално експоненциално устой-

чиво, ако 
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3. Основни резултати 
 
В този параграф ще дадем достатъчни условия за глобална експоненциална 

устойчивост на равновесното решение *x  на система (2.1). При доказателството на тези 
теореми е използван директния метод на Ляпунов.  

Въвеждаме класът  0V  от  всички функции  RRtV n),[: 0 , които са 
непрекъснати и локално Липшицови по втория си аргумент при ,...2,1,  ktt k  , 
съществуват и са крайни границите 
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и е в сила равенството ),0(),( xtVxtV kk   при всяко ,...2,1k   
За ,...2,1,  ktt k  и 0VV    дефинираме производната 
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ТЕОРЕМА 3.1. Нека са изпълнени следните условия: 
1. Изпълнени са условия Н1-Н5. 
2. Параметрите на системата ija , ijb  и  ic   nji ,...,2,1,   удовлетворяват 

условието 
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3. За всяко ni ,...,2,1  и ,...2,1k  
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Тогава решението *x   на система (2.1) е глобално експоненциално устойчиво. 
 
Доказателство.  
 
Полагаме *)()( iii xtxty  , ni ,...,2,1 . Тогава )(tyi  удовлетворява следната 

система 

(3.1)         
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където  ))(())(( *
ikiikkiik xtyPtyQ  , ni ,...,2,1 , ,...2,1k . 

Дефинираме функцията на Ляпунов 
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За 0tt  и ktt   от  условие 3 на теорема 3.1 получаваме 
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Нека 0tt   и ktt  . Тогава за дясната производна ))(,( tytVD    на функцията 

))(,( tytV  по траекториите на система (3.1)  получаваме 
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Тъй като са изпълнени условия Н2 и Н3, то 
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  От последната оценка за всяко решение )(ty  на  (3.1), такова че  
            ))(,())(,( tytVsysV  , ,ts      
имаме     
         ))(,()())(,( 21)84.4( tytVkktytVD  .   
От условие 2 на теорема 4.2.6  следва, че съществува реално число  0 ,  

такова че ,21  kk  и следователно  

 (3.3)                    ))(,())(,( tytVtytVD  ,     0, tttt k  .  
Тогава от (3.3) и (3.2),  получаваме         
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Следователно 
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